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Matematika

1. ročník
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Sportovní a podnikatelská střední škola

Úvod:

Právě držíte v rukou učebnici matematiky pro 1. ročník studia na Sportovní a podnikatelské střední škole.

Tato učebnice vychází z potřeby zpřehlednit a sjednotit matematické poznatky do jedné knihy.

Učebnice je dělena podle rámcového rozpisu učiva pro 1. ročník na 4 velké celky, které se pro větší přehlednost dále dělí na jednotlivé podkapitoly. Ke každé menší části náleží výklad probírané látky, vzorově řešené příklady, množství příkladů na samostatné procvičení ale sloužící také jako příklady pro výpočet v hodinách.

Kniha si neklade za cíl podávat ucelený přehled určité matematické problematiky. Chce studentům poskytnout nezbytné matematické minimum pro úspěšné absolvování 1. ročníku. Dále by kniha měla být studentům k dispozici pro případné procvičení nebo zopakování si určité partie matematiky v dalším studiu na této škole.

Věřím, že i přes populárnost výkladu v některých partiích povede tato učebnice k tříbení a rozvíjení samostatného myšlení studentů.

Texty neprošly žádnou profesionální jazykovou ani tiskařskou úpravou.

Závěrem bych chtěl poděkovat Mgr. Kateřině Fexové a Mgr. Jiřímu Jonákovi za formální kontrolu správnosti textů.

S přáním mnoha úspěchů ve studiu

Tomáš Fulín
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1. Číselné množiny

Pojem čísla v matematice je spjat s jejím historickým vývojem, tak jak se matematické poznatky rozšiřovaly a prohlubovaly. Stejně jako se vyvíjel pojem čísla budeme postupovat i my. Čísla dělíme v matematice podle druhu do množin, kterým říkáme číselné obory. Následující schéma (obr.1.1) vyjadřuje vztahy mezi jednotlivými druhy čísel. 
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Obr. 1.1

V prvním ročníku se budeme zabývat pouze čísly přirozenými, celými, racionálními a reálnými.

Z našeho schéma je vidět, že čísla přirozená jsou vlastně čísly celými kladnými. Pokud tuto množinu obohatíme o čísla celá záporná a nulu, dostaneme všechna čísla celá. Pokud k číslům celým přidáme čísla necelá racionální, získáme množinu všech racionálních čísel, atd.

Abychom nemuseli psát celé názvy číselných oborů, zavádíme jejich označení pomocí velkých tiskacích písmen jak je uvedeno v tabulce 1.1.

	Název číselného oboru
	Značení
	Příklady čísel

	Obor přirozených čísel (celých kladných čísel)

Obor celých čísel

Obor racionálních čísel

Obor reálných čísel

Obor komplexních čísel
	N

Z

Q

R

C
	1;2;3;25;100;…

-10;-2;-1;0;1;2;3;73;…
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Tabulka 1.1  Číselné obory

Množina přirozených čísel je tedy částí množiny celých čísel (říkáme, že množina přirozených čísel je podmnožinou množiny celých čísel). Množina celých čísel je podmnožinou množiny racionálních čísel, atd. Co jsme zde řekli, znázorňuje obrázek 1.2. 
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Obr. 1.2  Postupné rozšiřování číselných oborů

To, že je nějaká množina A podmnožinou množiny B, značíme A ( B. A proto můžeme psát:

N ( Z ( Q ( R ( C

S čísly můžeme provádět početní operace (tabulka 1.2). Základními početními operacemi jsou sčítání a násobení. Opačnou početní operací ke sčítání je odčítání a k násobení je to dělení.

Jestliže vezmeme libovolná dvě čísla a, b (např. 10, 5), 

	Početní operace
	Výsledek početní operace
	Značení
	Pro naše konkrétní čísla

	sčítání
	součet
	a+b
	15

	odčítání
	rozdíl
	a-b
	5

	násobení
	součin
	a·b
	50

	dělení
	podíl
	a:b
	2


Tabulka 1.2

	Početní operace
	a
	b

	sčítání
	sčítanec
	sčítanec

	odčítání
	menšenec
	menšitel

	násobení
	činitel
	činitel

	dělení
	dělenec
	dělitel


Tabulka 1.3

Pro čísla a, b máme různá pojmenování podle toho, jakou početní operaci s nimi provádíme. Tato pojmenování ukazuje tabulka 1.3. Důležité je, že při dělení se dělitel nesmí rovnat nule!

Někdy vynecháváme symbol pro násobení. Platí tedy, že  a·b = ab.

Pro každá dvě reálná čísla a, b platí právě jeden (tzn. jen jeden) z následujících vztahů:

a je větší než b (značíme a > b)

a je menší než b (značíme a < b)

a se rovná b (značíme a = b)

Když chceme vyjádřit, že a < b nebo a = b, píšeme a ( b, je-li a > b nebo a = b, píšeme a ( b.

Reálná čísla a > 0 se nazývají kladná čísla, a < 0 záporná čísla, a ( 0 nezáporná čísla, a ( 0 nekladná čísla.

1.1. Přirozená čísla N

Co vyjadřují?

Počet prvků neprázdných konečných množin a pořadí prvků.

Přirozenými čísly jsou například:

1; 2 ; 3; 4; 5; …

· Dělitelnost v oboru přirozených čísel

Říkáme, že číslo a je dělitelné číslem b, právě když existuje takové přirozené číslo k, že platí a = bk. Pak říkáme, že:
číslo a je násobkem čísla b

číslo b je dělitelem čísla b (značíme b | a a čteme b dělí a)

K tomu, abychom mohli rychle rozhodnout o tom, kterým číslem můžeme dané číslo dělit, si řekneme tzv. kriteria dělitelnosti pro některá čísla. Nejdříve si ale povíme, jaký je rozdíl mezi číslem a číslicí (cifrou) a co je to ciferný součet.

Číslice jsou: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9

Čísla jsou tvořena z číslic: 1; 5; 7; 10; 12; 34; 678; 

Ciferný součet je součet číslic v čísle:
číslo 457 má ciferný součet 16 (4+5+7)



číslo 63 598 má ciferný součet 31 (6+3+5+9+8)


· Kriteria dělitelnosti:

a)
Přirozené číslo je dělitelné dvěma právě tehdy, končí-li některou z číslic 0; 2; 4; 6; 8.


(např. 22; 34; 76; 1588; …)

b) 
Přirozené číslo je dělitelné třemi právě tehdy, je-li jeho ciferný součet dělitelný třemi.


(např. 84; 123; 564; 1791; …)

c)
Přirozené číslo je dělitelné čtyřmi právě tehdy, je-li jeho poslední dvojčíslí dělitelné čtyřmi.


(např. 124; 1508; 3232; 46 980; …)

d)
Přirozené číslo je dělitelné pěti právě tehdy, končí-li číslicí 0 nebo 5.


(např.10; 65; 4560; 12 455; …)

e)
Přirozené číslo je dělitelné devíti právě tehdy, je-li jeho ciferný součet dělitelný devíti.


(např. 81; 234; 945; 25 020; …)

f)
Přirozené číslo je dělitelné deseti právě tehdy, končí-li číslicí 0.


(např. 150; 2640; 300 120; …)

· Každé přirozené číslo n je dělitelné 1 a sebou samým (platí rovnost n = 1· n). Těmto číslům se říká samozřejmí dělitelé. Každé přirozené číslo, které má pouze samozřejmé dělitele se nazývá prvočíslo. Každé přirozené číslo, které není prvočíslo, tzn. má alespoň tři různé dělitele, se nazývá číslo složené.

Prvočísla jsou např. 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; …

Čísla složená jsou např. 4; 6; 8; 9; 10; 12; 14; 15; 16; 18; 20; 21; 22; 24; 26; 27; 28; 30; …

· Každé složené přirozené číslo můžeme vyjádřit jako součin prvočísel. Vyjádření složeného čísla jako součin prvočísel se nazývá prvočíselný rozklad.

Příklady prvočíselných rozkladů:

1.
Podstatou je postupné dělení prvočísly (používáme kriteria dělitelnosti). Například číslo 273 se dá napsat jako součin čísel 3 a 91. Číslo 3 je už prvočíslo, zatímco číslo 91 je číslo složené, které můžeme napsat jako součin čísel 7 a 13. Čísla 7 i 13 už jsou prvočísla. Toto je matematicky zapsáno takto:

273 = 3·91 = 3·7·13



Prvočíselný rozklad čísla 273 je tedy

273 = 3·7·13

2.

Zapište prvočíselné rozklady čísel 2 604; 11 340.

2 604 = 22 · 3 · 7 · 31

11 340 = 22 · 34 · 5 · 7

Poznámka:Prvočísla v prvočíselném rozkladu je dobré pro větší přehlednost řadit podle základu od nejmenšího po největší a opakující se čísla psát pomocí mocnin. Pokud tyto praktické rady dodržíme, bude pro nás další práce s prvočíselným rozkladem mnohem  jednodušší a rychlejší.

· Společným dělitelem přirozených čísel n1, n2, …nk nazýváme každé přirozené číslo, jež je dělitelem každého z nich. Společný dělitel, který je ze všech společných dělitelů největší nazýváme největší společný dělitel čísel n1, n2, …nk a označuje se D(n1, n2, …nk).

· Příklad: Určete největší společný dělitel čísel 2 604 a 1 836.

Řešení: 

Nejprve si určíme prvočíselné rozklady obou čísel:

2 604 = 22 · 3 · 7 · 31

1 836 = 22 · 33 · 17

· Největší společný dělitel přirozených čísel se rovná součinu jeho společných prvočinitelů. Pokud se v prvočíselném rozkladu objeví stejné číslo v různých mocninách, vybereme číslo s nejmenší mocninou.

V našem příkladu to znamená, že největší společný dělitel

D ( 2 604; 1 836 ) = 22 · 3 = 12

· Přirozená čísla n1, n2, …nk mající alespoň jednoho společného dělitele, který je větší než 1 (d >1), se nazývají soudělná čísla. Pokud mají čísla pouze jednoho společného dělitele a tím je číslo 1, říkáme, že jsou tato čísla nesoudělná.

Předcházející slova pro nás prakticky znamenají, že musíme určit největší společný dělitel D(n1, n2, …nk). Pokud je D(n1, n2, …nk) = 1, jsou čísla n1, n2, …nk nesoudělná, v ostatních případech jsou čísla soudělná.

· Společným násobkem přirozených čísel n1, n2, …nk nazýváme přirozené číslo, jež je násobkem každého z nich. Ten společný násobek, který je ze všech společných násobků nejmenší nazýváme nejmenší společný násobek čísel n1, n2, …nk a označujeme ho

n(n1, n2…nk).

· Příklad: Určete nejmenší společný násobek čísel 2 604 a 1 836.

Řešení: 

Jak už víme ze vzorového příkladu pro výpočet největšího společného dělitele, prvočíselný rozklad těchto dvou čísel je

2 604 = 22 · 3 · 7 · 31

1 836 = 22 · 33 · 17

· Nejmenší společný násobek přirozených čísel obsahuje všechny prvočinitele z jejich prvočíselných rozkladů, každý v největší mocnině, která se v součinech vyskytuje.

V našem příkladu to znamená, že nejmenší společný násobek

n ( 2 604; 1 836 ) = 22 · 33 · 7 · 17 · 31 = 398 412

· Mezi největším společným dělitelem a nejmenším společným násobkem dvou čísel n1, n2 platí následující vztah:

D(n1, n2) · n(n1, n2) = n1 · n2
Tato věta nám může posloužit jako zkouška, jestli jsme naše vzorové příklady pro čísla    2 604 a 1 836 vypočítali správně.

n1 · n2  = 2 604 · 1 836 = 4 780 944

D(n1, n2) · n(n1, n2) = 12 · 398 412 = 4 780 944

Příklady na procvičení dělitelnosti čísel:

1. Určete největšího společného dělitele čísel:

a) 198; 144
b) 1 631; 1 757

c) 162; 702; 648
d) 42 336; 11 340

e) 450; 175; 1 000; 225
f) 252; 378; 630 

g) 178; 356; 534
h) 86; 129; 215

2. Určete nejmenší společný násobek čísel:

a) 56; 48
b) 3 402; 7 128

c) 28; 35; 56; 70
d) 18; 42; 63

e) 178; 356; 534
f) 86; 129; 215

g) 56; 264
h) 756; 990

3. Určete, zda jsou soudělná či nesoudělná přirozená čísla:

a) 78; 325
b) 165; 728

c) 1 631; 1 757
d) 391; 462; 1 235

1.2. Celá čísla Z

Co vyjadřují?

Počet prvků neprázdných konečných množin a změny (přírůstky a úbytky) těchto počtů.

Celými čísly jsou například:

…; -4; -3; -2; -1; 0; 1; 2 ; 3; 4; 5; …

Celá čísla obsahují číslo 0, všechna čísla přirozená a čísla k nim opačná, což jsou čísla celá záporná.

· Číslo opačné

Ke každému číslu a existuje číslo –a takové, že pro tato dvě čísla platí:

a + (-a) = 0

Číslu –a říkáme číslo opačné k a.

Tato definice opačného čísla neplatí jen pro přirozená čísla, ale obecně pro čísla ze všech číselných oborů.

· Budeme-li zkoumat dělitelnost v oboru celých čísel Z, zjistíme, že každé celé číslo a má celkem čtyři samozřejmé dělitele a to čísla 1, -1, a, -a.

Příklad:

Čísla 16 a –16 mají právě deset celočíselných dělitelů: 1, -1, 2, -2, 4, -4, 8, -8, 16, -16.

Číslo 16 má právě 5 přirozených dělitelů: 1, 2, 4, 8, 16, což je polovina počtu celočíselných dělitelů.

1.3. Racionální čísla Q

Co vyjadřují?

V porovnání s celými čísly dovolují navíc vyjádřit údaje o počtech dílů určitého celku      a o jejich změnách (přírůstku a úbytku).

Racionálními čísly jsou například:

…; 
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Racionální číslo je každé reálné číslo, které lze zapsat ve tvaru 
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, kde p je celé číslo       a q je číslo přirozené. Tvaru 
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 říkáme zlomek. Každý zlomek se skládá z několika částí:
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· Zlomků, které vyjadřují jedno určité racionální číslo, je nekonečně mnoho. Každý zlomek lze vždy upravit na tvar:
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 kde celé číslo k ( 0.

· Jestliže vynásobíme stejným nenulovým číslem zároveň čitatele a jmenovatele, provádíme operaci, které říkáme rozšiřování zlomků. Opačnou operací k rozšiřování je krácení zlomků, tzn. vydělíme stejným nenulovým číslem zároveň čitatele a jmenovatele.

Mezi všemi zlomky, jimiž lze zapsat určité racionální číslo, je pouze jediný zlomek, který má čitatel nesoudělný s jmenovatelem. O takovém zlomku potom říkáme, že je v základním tvaru.

· Porovnávání zlomků

Pokud budeme chtít seřadit dva a více zlomků podle velikosti, použijeme jednu ze dvou možností porovnávání, o kterých si nyní povíme.

a) Převedení zlomků na společného jmenovatele

Postup: Vezmeme jmenovatele všech zlomků, které porovnáváme a určíme jejich společný násobek (nejlépe je určit jejich nejmenší společný násobek). Potom rozšíříme každý zlomek takovým číslem, abychom ve jmenovateli každého zlomku měli právě náš společný násobek. A nakonec podle velikosti čitatele zlomky seřadíme.

· Příklad: Porovnejte zlomky 
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Řešení:

Nejmenším společným násobkem čísel ve jmenovateli 8, 12, 5 je číslo 120. Všechny zlomky nyní rozšíříme na zlomky s číslem 120 ve jmenovateli.
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Je vidět, že
[image: image12.wmf]120
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b) Převedení zlomku na desetinné číslo

Každý zlomek ve tvaru 
[image: image14.wmf]q

p

 představuje operaci dělení p : q. Pokud každý zlomek, který porovnáváme, převedeme na desetinné číslo, můžeme snadno tato desetinná čísla seřadit.

· Příklad: Porovnejte zlomky 
[image: image15.wmf]5
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.

Řešení:
Vyzkoušíme, jestli i touto metodou dospějeme ke stejnému výsledku. Převedeme zadané zlomky na desetinná čísla:
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Seřadíme desetinná čísla podle velikosti: 
[image: image17.wmf].
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Jestliže nyní nahradíme desetinná čísla v nerovnostech jejich podobou ve tvaru zlomku, dostáváme


[image: image18.wmf]8
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· Vyjádření zlomku desetinným číslem

O tom, jak převést zlomek na desetinné číslo, jsme se něco dozvěděli už při porovnávání zlomků. Při tomto převodu (kdy dělíme čitatele jmenovatelem), může ale nastat případ, kdy se nám nějaké číslo nebo skupina čísel za desetinnou čárkou periodicky (neustále) opakuje.

	1
	8
	0
	4
	9
	6
	3
	,
	1
	9
	1
	2
	7
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	M

I

L

I

Ó

N

Y
	S

T

A

T

I

S

Í

C

E
	D

E

S

E

T

I

T

I

S

Í

C

E
	T

I

S

Í

C

E
	S

T

O

V

K

Y
	D

E

S

Í

T

K

Y
	J

E

D

N

O

T

K

Y
	D

E

S

E

T

I

N

N

Á

Č

Á

R

K

A
	D

E

S

E

T

I

N

Y
	S

E

T

I

N

Y
	T

I

S

Í

C

I

N

Y
	D

E

S

E

T

I

T

I

S

Í

C

I

N

Y
	S

T

A

T

I

S

Í

C

I

N

Y
	M

I

L

I

O

N

T

I

N

Y


· Desetinným číslům, která za desetinnou čárkou obsahují pouze periodu, říkáme ryze periodická, těm, jež obsahují i čísla, která se neopakují (tvoří tzv. předperiodu), říkáme neryze periodická. Označení periodických čísel si ukážeme na příkladech:

Příklady neperiodických desetinných čísel: 1,5; 4,2563; 100, 45598; …

Příklady ryze periodických desetinných čísel: 
[image: image19.wmf]...
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Např.: 54,333 3…= 
[image: image20.wmf]3
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Příklady neryze periodických desetinných čísel: 
[image: image23.wmf]...
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Např.: 1,916 66… = 
[image: image24.wmf]6
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· Převod desetinného čísla na zlomek

Desetinná čísla s konečným počtem desetinných míst (tzn.neperiodická racionální čísla) převádíme na zlomky tak, že v čitateli bude číslo bez desetinné čárky a ve jmenovateli bude mocnina čísla deset odpovídající svým řádem počtu desetinných míst našeho čísla.

Příklad:

1,254 = 
[image: image26.wmf]1000

1254

 = 
[image: image27.wmf]500

627

…
jak je vidět, číslo 1000 ve jmenovateli má přesně tolik nul, kolik


desetinných míst mělo naše desetinné číslo. Zlomek ale nebyl


po první operaci v základním tvaru, a proto jsme ho ještě zkrátili


číslem 2

0,02 = 
[image: image28.wmf]50
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        …
tady jsme krátili číslem 2
125,5008 = 
[image: image29.wmf]625
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 …po zkrácení číslem 16

Čísla ryze periodická převádíme následovně:

· Příklad: Převeďte číslo
[image: image30.wmf]45

,

0

 na zlomek.

Řešení:

Naše desetinné číslo si označíme jako a a rozepíšeme si jeho periodu na několik desetinných míst.

a = 0,454 545 45…

Takto vzniklou rovnici vynásobíme číslem 10n, kde n je počet desetinných míst v periodě. V našem případě se n = 2, a proto budeme násobit číslem 100. Dostáváme rovnici ve tvaru

100 a = 45,454 545 45…

Odečteme naše původní a a dostaneme rovnici, kterou vyřešíme
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Zlomek ještě (jako ostatně vždy) převedeme zkrácením na základní tvar a dostáváme, že


[image: image32.wmf]99
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Čísla neryze periodická převádíme následovně:

· Příklad: Převeďte číslo
[image: image33.wmf]6

91

,

1

 na zlomek.

Řešení:

Nejprve si opět označíme naše číslo jako a

[image: image34.wmf]6
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Nyní vynásobíme celý tento výraz číslem 10s, kde s je počet číslic předperiody. V našem případě je s = 2, a proto násobíme číslem 100. Dostáváme rovnici:


[image: image35.wmf]6
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Získáme ještě jednu rovnici, která vznikne vynásobením původní rovnice pro a číslem 10(s+počet číslic periody) . V našem případě je perioda tvořena jen jednou číslicí, a proto násobíme číslem 1000. Dostáváme tedy druhou rovnici:
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Zlomek převedeme krácením číslem 75 do základního tvaru a dostaneme rovnost
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· Početní operace se zlomky

Rovnost zlomků: 
[image: image39.wmf]d

c

b

a

=

 právě tehdy, když a · d = b · c

Příklad:


[image: image40.wmf]154
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, protože 3 · 154 = 11 · 42.

Sčítání zlomků: 
[image: image41.wmf]bd
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Příklad:


[image: image42.wmf]6

13

3

2

5

2

3

1

3

5

2

1

=

×

×

+

×

=

+


Odčítání zlomků: 
[image: image43.wmf]bd
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Příklad:
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Násobení zlomků: 
[image: image45.wmf]bd
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Příklad:
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Dělení zlomků: 
[image: image47.wmf]bc
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Příklad:
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Krácení zlomků číslem k(0: 
[image: image49.wmf]b
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 EMBED Equation.3 [image: image50.wmf]
Příklad:

Zkraťte zlomek 
[image: image51.wmf]42
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Rozšiřování zlomků číslem k(0: 
[image: image53.wmf]kb

ka

b

a

=


Příklad:

Rozšiřte zlomek 
[image: image54.wmf]9

4

 číslem 13.
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· Složené zlomky

Zlomek, který obsahuje buď v čitateli nebo jmenovateli nebo v obou částech zlomky, se nazývá složený zlomek. Tento složený zlomek lze převést na jednoduchý zlomek následujícím způsobem:
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Příklad:


[image: image57.wmf]3
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Převod složeného zlomku na jednoduchý není nic jiného, než dělení zlomků.

· Smíšené zlomky

Každý zlomek, který má čitatele většího než jmenovatele, můžeme napsat pomocí celého čísla a zlomku ve tvaru smíšeného zlomku 
[image: image58.wmf]c

b

a

, kde a je nějaký násobek čísla c. 

· Příklad: Rozhodněte, které z následujících zlomků lze napsat ve tvaru smíšeného zlomku a zapište je:

a) 
[image: image59.wmf]5

14

        b)  
[image: image60.wmf]8
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     c) 
[image: image61.wmf]51
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Řešení: 

Jako smíšený zlomek nelze zapsat jen zlomek za c), protože je v čitateli menší číslo než ve jmenovateli.

a) 
[image: image62.wmf]5

14

… Protože číslo 5 se vejde do čísla 14 dvakrát a zbytek bude 4, můžeme psát:
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b) 
[image: image64.wmf]8
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… Protože platí 43 = 8 · 5 a zbytek 3, můžeme psát:


[image: image65.wmf]8

3

5

8

43

=


· Jak převedeme smíšený zlomek na jediný zlomek?

· Příklad: Převeďte smíšené zlomky: a) 
[image: image66.wmf]7
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       b) 
[image: image67.wmf]11
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Řešení:

a) 
[image: image68.wmf]7
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vynásobíme jmenovatele s celým číslem před zlomkem a přičteme 


k němu čitatele (dostáváme čitatele hledaného zlomku), jmenovatel


se nemění
b) 
[image: image69.wmf]11
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Některé užitečné věty o zlomcích:

· Zlomek je kladný, má-li čitatel i jmenovatel stejná znaménka.

Příklady kladných zlomků: 
[image: image70.wmf]3
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· Zlomek je záporný, má-li čitatel a jmenovatel různá znaménka.

Příklady záporných zlomků: 
[image: image71.wmf]5
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· Záporné znaménko připisujeme buď před zlomkovou čáru nebo k čitateli či jmenovateli.
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Příklady na procvičení práce se zlomky a desetinnými čísly:

1. Porovnejte dané zlomky a seřaďte je vzestupně:

a) 
[image: image73.wmf]27
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b) 
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2. Převeďte zlomky na desetinná čísla:

a) 
[image: image77.wmf]3
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b) 
[image: image78.wmf]80

21


c)
[image: image79.wmf]900
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d) 
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f) 
[image: image82.wmf]12
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g) 
[image: image83.wmf]7
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h) 
[image: image84.wmf]55
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i) 
[image: image85.wmf]2
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j) 
[image: image86.wmf]11
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3. Vypočtěte:

Všimněte si toho, jaký význam mají závorky!
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b) 
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c) 
[image: image89.wmf]4
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d) 
[image: image90.wmf]4
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4. Vyjádřete desetinné číslo jako zlomek:

a) 2,25
b) 
[image: image91.wmf]3
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d) 
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f) 0,95
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5. Vypočtěte:
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e) 
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f) 
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g) 
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h) 
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i) 
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j) 
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k) 
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11

6

5

:

8

7

5

12

9

4

-

+

×


m) 
[image: image108.wmf]5

1

1

5

,

0

1

,

2

12

7

2

,

0

3

1

2

+

×

-

+

-


n) 
[image: image109.wmf]3

,

0

4

1

5

3

2

,

12

-

+

-


o) 
[image: image110.wmf]=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

-

-

4

3

2

1

:

6

7

3

2

12

7

4

5

8

3

6

1


p)
[image: image111.wmf]8

3

4

1

12

7

8

5

3

2

4

1

:

4

5

6

7

-

-

×

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-


q) 
[image: image112.wmf]40
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1.4. Reálná čísla R

· Reálná čísla jsou čísla racionální, která můžeme vyjádřit ve tvaru zlomku 
[image: image122.wmf]q

p

 a dále iracionální čísla, jež nelze v tomto tvaru vyjádřit.

· Iracionální čísla jsou taková reálná čísla, která mají tzv. nekonečný neperiodický desetinný rozvoj. Můžeme ho zapsat jen jako přibližné desetinné číslo s přesností na několik desetinných míst.

Příklady iracionálních čísel:
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Mezi významná iracionální čísla patří ( [čti pí](Ludolfovo číslo) a e (Eulerovo číslo).

Reálná čísla můžeme (a někdy to bude velice výhodné) znázornit na číselné ose. Postup je následující:

Zvolíme přímku o a na ní body 0 a 1. Číslu 0 říkáme počátek, ose o číselná osa. Každé číslo a má na číselné ose přesně určené svoje místo.

· Příklad: Znázorněte čísla 
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 na číselné ose.
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Řešení: 


U čísel iracionálních (v našem případě 
[image: image125.wmf]p
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,

22

) nemůžeme určit přesně polohu bodu na číselné ose, proto tyto body zakreslujeme jen s co možná největší přesností.

· Převrácené číslo

Ke každému reálnému číslu a ( 0 existuje v oboru R pouze jedno převrácené číslo 
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 takové, že platí
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· Příklad: Určete převrácená čísla k číslům –7; -(; 
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Řešení:
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Poznámka: Pozor na !podstatný! rozdíl mezi číslem opačným a převráceným!!!

· Absolutní hodnota reálného čísla

Absolutní hodnota reálného čísla je definována takto:
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To znamená, že absolutní hodnota nezáporného čísla (
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) je číslo samo, absolutní hodnota záporného čísla (
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) je číslo k němu opačné.

Příklad: |5| = 5;   |-3,2| = 3,2;   |
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· Geometrický význam absolutní hodnoty reálných čísel:

Na číselné ose představuje |a| vzdálenost obrazu čísla a od počátku. Z toho plyne, že vzdálenost je vždy kladné číslo. Absolutní hodnota |a – b| představuje vzdálenost obrazů čísel a, b.

Množiny a intervaly

· Množiny

Množina je soubor navzájem různých objektů, jenž je chápán jako celek, přičemž je možno o každém objektu rozhodnout, zda do množiny patří nebo nepatří.

Každý z objektů, který patří do množiny, se nazývá prvek množiny.

Množiny označujeme velkými tiskacími písmeny. Např. A, B, K, L, …

Prvky označujeme malými písmeny. Např. a, b, x, y, …

Jestliže prvek a patří do množiny M, vyjádříme to symbolicky zápisem

a ( M,

jestliže prvek a nepatří do množiny M, vyjádříme to symbolicky zápisem

a ( M

· Pokud množina obsahuje alespoň jeden prvek, říkáme, že množina je neprázdná.

Jestliže množina neobsahuje žádný prvek, mluvíme o prázdné množině. Symbolicky označujeme prázdné množiny buď Ø nebo {}.

· Způsoby zadání množin

a) Výčtem prvků – tzn. vyjmenováním všech prvků množiny. 

M = {x1, x2, …xn}

Čteme: M je množina prvků x1, x2 až xn.

Tohoto způsobu vyjádření se zpravidla užívá pro konečné množiny.

Např.
A = {a, b, c, d, e}


K = {5, 10, 15, 20}


R = {(, (, (, (}

Někdy se ovšem používá tento způsob zadání i pro nekonečné množiny.

Např.
N = {1, 2, 3, … } …takto je například vyjádřena množina všech přirozených čísel

b) Charakteristickou vlastností – tj. vlastností, kterou mají jen prvky dané množiny

M = {x ( U; V(x)}

Čteme: M je množina všech prvků x z množiny U, které mají vlastnost V(x).

Např.
B = {x ( R, x > 6,5} …množina všech reálných čísel, která jsou větší než číslo 6,5


L = {x ( Z, 1 ( x ( 9} … množina všech celých čísel od 2 do 8

V některých případech můžeme zapsat množinu vyjádřenou výčtem prvků jako množinu vyjádřenou charakteristickou vlastností a obráceně.

· Příklad: Vyjádřete množinu A = {-2; -1; 0; 1; 2; 3; 4} pomocí její charakteristické vlastnosti.

Řešení:

Je vidět, že množina A obsahuje pouze celá čísla od –2 až po 4. Proto můžeme psát:

A = {x ( Z; -2 ( x ( 4}

nebo

A = {x ( Z; -3 ( x ( 5}

· Příklad: Zapište množinu M = {x ( N; 2 ( x ( 8} výčtem prvků.

Řešení:

Množinu budou tvořit pouze čísla přirozená od 2 (číslo 2 bude do množiny M patřit) do 8 (číslo 8 ovšem do množiny M už nepatří). Množina bude tedy zapsána takto:

M = {2; 3; 4; 5; 6; 7}

	Množinový vztah
	Symbolicky
	Definice (slovní vyjádření)

	Množina A je podmnožinou množiny B
	A ( B
	Množina A je podmnožinou množiny B, právě když každý prvek z množiny A je zároveň prvkem množiny B

	Rovnost množin A, B
	A = B
	Množiny A, B jsou si rovny, právě když A(B a zároveň B(A.


Tabulka 1.4.1  Množinové vztahy

	Název množinové operace
	Symbolicky
	Definice (slovní vyjádření)

	Sjednocení množin A, B
	A ( B
	Sjednocení množin A, B je množina všech prvků, které patří alespoň do jedné z množin A, B.


	Průnik množin A, B
	A ( B
	Průnik množin A, B je množina všech prvků, 

které patří do množiny A a zároveň do množiny B.

	Rozdíl množin A, B

(doplněk množiny A v množině B, značíme A´B)
	A - B
	Rozdíl A-B množin A, B je množina všech prvků, které patří do množiny A a zároveň nepatří do množiny B


Tabulka 1.4.2  Množinové operace

	Množinová operace
	Grafické znázornění

	A ( B
	


	A ( B
	


	A - B
	



Tabulka 1.4.3  Grafické znázornění množinových operací

Základními množinovými operacemi jsou sjednocení A ( B, průnik A ( B a rozdíl A – B. To, jaká množina vznikne, použijeme-li na dvě nebo více množin nějakou z těchto operací, nám ukazuje tabulka 1.4.3.

· Příklady: Určete sjednocení, průnik a rozdíl množin:
a)
A = {a; b; d; e; f; g}



B = {a; b; c; d; e; i; k}


b)
M = {2; 4; 6; 8; 10; 12}



N = {3; 6; 9; 12; 15}


c)
K = {x ( Z; 1 ( x ( 6}



L = {-2; -1; 1; 3; 4; 5}


d)
C = {x ( R; x ( 6}



D = {x ( R; -1,6 ( x ( 10}

Řešení:

a) Sjednocením jsou všechny prvky, které se vyskytují v obou množinách alespoň jednou. V našem příkladě to znamená vypsat všechna písmena, která se vyskytují v obou množinách. Do našeho sjednocení píšeme každý prvek pouze jednou, a proto:

A ( B = {a; b; c; d; e; f; g; i; k}

Průnikem je množina, která obsahuje pouze společné prvky obou množin. Proto je

A ( B = {a; b; d; e}

Rozdílem A – B je množina všech prvků, které patří do A, ale zároveň nepatří do B.

A – B = {f; g}

b) Obdobně jako s písmeny v zadání za a) budeme postupovat i s čísly, a proto:

M ( N = {2; 3; 4; 6; 8; 9; 10; 12; 15}

M ( N = {6; 12}

M – N = {2; 4; 8; 10}

c) Tento příklad je o něco složitější tím, že máme každou množinu vyjádřenou jiným způsobem. Když se ale pozorněji zadíváme, zjistíme, že množinu K můžeme vyjádřit výčtem prvků:

K = {2; 3; 4; 5}

No a teď už postupujeme jako v předchozích příkladech:

K ( L = {-2; -1; 1; 2; 3; 4; 5}

K ( L = {3; 4; 5}

K – L = {2}

d) Protože do množiny C i D patří všechna reálná čísla s uvedenými vlastnostmi (těch je nekonečně mnoho), nemůžeme tyto množiny vyjádřit výčtem prvků. A proto budou sjednocení, průnik a rozdíl vypadat takto:

C ( D = {x ( R; x ( 10}

C ( D = {x ( R; -1,6 ( x ( 6}

C – D = {x ( R; x ( -1,6}

· Intervaly

Interval je každá souvislá množina reálných čísel. 

	Názvy intervalů
	Označení
	Definice
	Graf. znázornění

	Uzavřený interval
	( a, b (
	a ( x ( b
	

	Otevřený interval
	( a, b )
	a ( x ( b
	

	Polouzavřené (polootevřené) intervaly
	( a, b )

( a, b (
	a ( x ( b

a ( x ( b
	

	Neomezené intervaly s krajním bodem a


	( a, +( )

( a, +( )

( -(, a (
( -(, a )
	x ( a

x ( a

x ( a

x ( a
	

	Interval oboustranně neomezený
	(-(,+( )
	x ( R
	


Tabulka 1.4.4  Označení a názvy intervalů

Každý interval můžeme tedy zapsat jako množinu reálných čísel s charakteristickou vlastností.

· Příklad: Rozhodněte, které množiny můžeme zapsat jako intervaly, a zapište je:

a) I = {x ( R; x ( -1,6} 
b) J = {x ( R; -5 ( x ( 3,2}

c) K = {x ( Z; 3 ( x ( 11}
d) L = {x ( R; 
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Řešení:

Interval je každá souvislá číselná množina. Takovou množinou však není množina celých čísel Z, a z toho důvodu nemůžeme vyjádřit množinu za c) jako interval. Ostatní budou zapsány jako intervaly takto:

a) I = (-(; 1,6)

b) J = (-5; 3,2)

d) L = (
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· Příklad: Zapište intervaly jako množiny:

a) A = (1; 10)
b) B = (-3; 9)

c) C =  (12; +()
d) D = (0,5; 0,9(
Řešení:

Z předchozího příkladu víme, že interval je tvořen reálnými čísly, a proto:

a) A = {x ( R; 1 ( x ( 10}

b) B = {x ( R; -3 ( x ( 9}

c) C = {x ( R; 12 ( x}

d) D = {x ( R; 0,5 ( x ( 0,9}

Pro práci s intervaly je dobré, abychom se je naučili zakreslovat na číselnou osu. K tomu nám bude sloužit symbolika, která je naznačena v tabulce 1.4.4.

Pokud krajní bod patří do intervalu, označíme ho na ose plným kolečkem.

Pokud krajní bod nepatří do intervalu, označíme ho prázdným kolečkem.

Pokud se jedná o intervaly jednostranně neomezené, naznačíme to šipkou ve směru, ve kterém je interval neomezený.

Protože budeme často zakreslovat na jednu číselnou osu více intervalů, je praktické vyvést značení intervalů nad osu.

Příklad: Zakreslete intervaly (-3; 4(, (0; 2( a (0; +()

a) každý na zvláštní číselnou osu

b) všechny na jednu číselnou osu

Řešení:

a)

(-3; 4(

(0; 2(
(0; +()


b)

Příklady na procvičení množin a intervalů: 

1. Zapište množiny jako intervaly a zakreslete je na číselné ose.

a) A = {x ( R; -1 ( x ( 5}
b) B = {x ( R; -1 ( x ( 7}

c) C = {x ( R; x ( 16}
d) D = {x ( R; -2 ( x ( 3,5}

2. Zapište sjednocení, průnik a oba rozdíly množin:

a) M = {0; 1; 2; 3; 4}, N = {-5; -1; 0; 1; 5}
b) A = {6, 7, 8, 9, 11, 14}, B = {7, 9, 11}

c) C = {-1; 0; 1; 2}, D = {x ( Z; -3 ( x ( 3}
d) E = {x ( R; -9 ( x ( -5}, F = {x ( R; x ( -6}

e) K = {a; d; e; f; i; j; k; l}, L = {a; b; c; e; f; h; j; k; l; m}

f) S = {(; (; (; (; (; (}, T = {(; (; (; (}

3. Zapište sjednocení, průnik a oba rozdíly intervalů:

a) A = (2; 4), B = (3; 5)
b) C = (2; 7), D = (3; 5(
c) K = (-3; 5), L = (2; 5(
d) M = (4; 8(, N = (-(; 2)

e) E = (-4; 7(, F = (-(; 10(
f) G = {x ( R; -1 ( x ( 2}, H = (-3; 2)

g) A = {x ( R; 6 ( x ( 10}, B = {x ( R; 8 ( x ( 10}

h) I1 = {x ( R; x ( -1}, I2 = (-5; 0) ( (2; +()
i) J1 = (-2; 1(, J2 = (-1; 3(
j) M = (-5; 0) ( (2; +(), N = {x ( R; -1 ( x ( 3}

k) K = (-6; -1,5(, L = {x ( R; x ( -4,8}

4. Jsou dány intervaly A = (-6; 0(, B = (-4; 2(, C = (1; 4(. Určete:

a) sjednocení a průniky všech dvojic intervalů,

b) sjednocení a průniky všech tří intervalů,

c) všechny možné rozdíly dvojic intervalů.

Mocniny a odmocniny

· Mocniny v oboru reálných čísel

V oboru reálných čísel se definuje mocnina ar (tento zápis čteme: r-tá mocnina čísla a nebo a na r-tou). Početní operaci se říká umocňování čísla a číslem r.


a r

Pro počítání s mocninami platí následující vztahy:


a0 = 1,  kde a ( 0


a1 = a

a2 = a · a
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a10 = 
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Příklady:

20 = 1

1530 = 1

71 = 7

52 = 5 · 5 = 25

103 = 10 · 10 · 10 = 1 000

34 = 3 · 3 · 3 · 3 = 81

Vzorce pro počítání s mocninami:
Příklady užití vzorců pro počítání s mocninami:
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Důležité věty pro práci s mocninami:

a –m = 
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Příklad:
3-4 = 
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Příklad:
(-2)3 = -(2)3 = -8


(-5)4 = 54 = 625


(-2)6 = 26 = 64

· Odmocniny v oboru reálných čísel

Nechť n je nějaké přirozené číslo, a nezáporné číslo (a ( 0), pak jediné nezáporné číslo b, pro které platí bn = a, se nazývá n-tá odmocnina čísla a. Zapisujeme symbolicky:
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Pro počítání s odmocninami platí následující vztahy:
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Protože výpočet 
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 je nejčastější, píšeme zkráceně 
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Platí tedy:
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Vzorce pro počítání s odmocninami:
Příklady užití vzorců pro počítání s mocninami:
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· Částečné odmocňování

Někdy je vhodné upravit výraz s odmocninou podle následujícího vzorce:
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Této úpravě, kdy část čísla pod odmocninou odmocníme (vysuneme před odmocninu), říkáme částečné odmocňování. 

· Příklad: Částečně odmocněte výrazy 
[image: image156.wmf]8
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Řešení:
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Částečné odmocňování nám někdy může pomoci při sčítání odmocnin.

· Příklad: Vypočtěte 
[image: image164.wmf]18
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Řešení:

Při výpočtu využijeme toho, že obě odmocniny jsme si částečně odmocnili v předcházejícím příkladě. A proto:
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· Mocniny s racionálními mocniteli

Mezi mocninami a odmocninami platí vztah, který umožňuje převést odmocninu na mocninu a naopak. Pro každé racionální číslo 
[image: image166.wmf]n
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, kde m je celé číslo, n přirozené číslo, a pro každé kladné číslo a platí:
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Je vidět, že čitatel m v exponentu představuje mocninu a jmenovatel n odmocninu.

· Příklad: Převeďte výraz 
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Řešení:
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· Příklad: Upravte výraz 
[image: image170.wmf]3
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. Využijte přitom převodu na racionálního mocnitele.

Řešení:
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Příklady na procvičení mocnin a odmocnin:

1. Upravte výrazy, vypočtěte:

a) 
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i) 
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j) 
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2. Algebraické výrazy

· Algebraický výraz je zápis skládající se z čísel a z písmen označujících proměnné, jež jsou spojeny znaky operací sčítání, odčítání, násobení, dělení, umocňování a odmocňování, popřípadě obsahuje ještě závorky.

U algebraických výrazů s proměnnými je třeba stanovit definiční obory proměnných. Tzn. vyloučit čísla, pro která nemá daný algebraický výraz smysl.

· Algebraické výrazy rozdělujeme podle toho, kde se nachází proměnné na:

a) racionální celistvé výrazy
Příklady: 2x + 1;  3x2 + 4x – 9y + 7;  a2 – b2;   
[image: image194.wmf]2
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Definičním oborem takových výrazů je vesměs celá množina reálných čísel R. 
b) racionální lomené výrazy – jsou takové výrazy, kde se alespoň jedna proměnná vyskytuje ve jmenovateli nějakého zlomku

Příklady: 
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U racionálních lomených výrazů je obzvláště nutné určit definiční obor (podmínky), pro který má daný výraz smysl, tzn. vyloučit takové hodnoty proměnných, pro které nabývá jmenovatel zlomku hodnotu 0. Příklady takových podmínek jsou uvedeny u našich příkladů.

c) iracionální algebraické výrazy – jsou takové výrazy, které obsahují alespoň jednu proměnnou pod odmocninou

Příklady:
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Určit obor proměnných pro iracionální výrazy znamená vyloučit všechny takové proměnné, pro které nabývá odmocnina záporných hodnot (tzn. vyloučit takové hodnoty proměnné, pro které vyjde pod odmocninou záporné číslo).

Každý algebraický výraz se skládá z jednoho nebo více členů.Podle toho rozdělujeme algebraické výrazy na jednočleny a mnohočleny.

· Jednočlenem nazýváme součin nebo podíl určitého čísla (koeficientu) a jedné nebo více proměnných. 

Za jednočleny pokládáme např. výrazy:

ab;  
[image: image200.wmf];

b

a

  ( a + b ) · c;  ( a + b )( c + d );  
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· Mnohočlenem nazýváme součet nebo rozdíl konečného počtu jednočlenů.

Za mnohočleny pokládáme např. výrazy:

a + b – c;  2abd + 3ac – 4bc + 7;  2( a + b ) + 5( c + d );  
[image: image203.wmf]9
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Poznámka: Mnohočleny někdy nazýváme podle toho, kolik členů obsahují. Máme např. dvojčleny, trojčleny, … .

· Příklad: Určete, jestli se jedná o jednočlen nebo mnohočlen (určete kolik má členů).

a) 2x( x + 5 )2 – 3x2;     b) 3y2( x + 3 )2(2y – 8 );     c) 2( x + 3y ) + 5x – x2 y3 + 22

Řešení:

a) výraz je dvojčlen; 1.člen je 2x( x + 5 )2 a 2.člen je 3x2
b) výraz je jednočlen

c) výraz je čtyřčlen; skládá se z členů: 2( x + 3y ); 5x; x2 y3; 22

· Početní výkony s mnohočleny:

Součet mnohočlenů: Součtem mnohočlenů je opět mnohočlen, který vznikne tak, že sečteme koeficienty u odpovídajících si členů.

Příklady:

a) (2a + 5b) + (3a – 4b) – (7a + b) = 2a + 5b + 3a – 4b – 7a – b = -2a
b) 3x2 – 6x + 11x3 + 5x2 – 2x3 + 7x – 3x2 - 9x3 = 5x2 + x 

c) 
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Násobení mnohočlenu jednočlenem: Mnohočlen násobíme jednočlenem tak, že znásobíme každý člen mnohočlenu.

Příklady:

a) 3x·(5x – 6xy + x2y – 2y) = 15x2 – 18x2y + 3x3y – 6xy
b) 
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c) 2(x + 3y) – 4(2x – 5y) - (x + y)·3 = 2x + 6y – 8x + 20y – 3x – 3y = -9x + 23y
Poznámka: Při násobení mnohočlenu jednočlenem bývá tento mnohočlen zpravidla v závorkách. Pokud se chceme zbavit závorek (roznásobujeme), nezajímají nás pouze čísla, ale i znaménka před těmito čísly.

Platí:

Pokud je před závorkou číslo kladné, znaménka členů v závorce se nemění. 

Např. 2(x + 3y) = 2x + 6y

Jestliže je ale před závorkou číslo záporné, změníme znaménka všech členů v závorce na opačná.

Např. – 4(2x – 5y) = – 8x + 20y
Pokud je před závorkou pouze znaménko, představíme si násobení číslem 1 s příslušným znaménkem.

Např. - (3x + 7y) = -1(3x + 7y) = – 3x – 7y
Opačné operaci k násobení mnohočlenu jednočlenem říkáme vytýkání před závorku.

Příklady:

a) 3x2 + 6x = 3x(x + 2) …oba členy mají společný součin 3x, proto ho můžeme vytknout

b) 10ab2 – 25a2b – 15ab = 5ab(2b – 5a – 3) … všechny tři členy obsahují 5ab
c) -4x + 2xy – 30x3 + 15 x3y = -2x(2 – y) - 15x3(2 – y) = (2 – y)(-2x - 15x3)

… z našich čtyř členů jsme po první úpravě dostali dva členy, oba tyto členy měli ve svých součinech výraz (2 – y), a proto jsme ho mohli v dalším kroku také vytknout

Mnohočlen násobíme mnohočlenem tak, že násobíme každý člen prvního mnohočlenu s každým členem druhého mnohočlenu. Tyto součiny nám pak vytvoří výsledný mnohočlen.

Příklady:

a) (4x2 – 1)(x2 +3) = 4x4 + 12x2 – x2 – 3 = 4x4 + 11x2 – 3

b) (a – b)(3c – b3) = 3ac - ab3 – 3bc + b4
c) 
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Mnohočlen dělíme jednočlenem tak, že jednočlenem dělíme každý člen mnohočlenu.

Při dělení mnohočlenu jednočlenem je nutné určit podmínky, za kterých mohu dělení provést. Tou podmínkou rozumíme vyloučit čísla, pro která je jednočlen roven nule.

Příklady:

a) (6ax – 9bx) : 3x = 2a – 3b, kde x ( 0

b) (a3 – 2a2 + 3a) : (-a) = -a2 + 2a – 3, kde a ( 0

c) (10m6n2 - 18m5n3 - 12m4n4 + 2m3n5) : (-2m3n2) = -5m3 + 9m2n + 6mn2 - n3,

kde m ( 0, n ( 0

· Příklad: Najděte nejmenší společný násobek výrazů:

a) 12y,  18x
b) 4x2y3,  6xy2,  15x2y2z
c) 5ab2 + 15ab,  6b2 – 4a2b
d) (x – y),  8xy2,  12x(x – y)(x + y)

Řešení:

a) oba členy mohu napsat jako součiny:

12y = 22 · 3 · y
18x = 2 · 32 · x
Princip, jak zjistit nejmenší společný násobek, je napsán na str.7. V našem případě je

n (12y; 18x) = 22  ·32 · x · y = 36xy
b) 


n (4x2y3; 6xy2; 15x2y2z) = 22 · 3 · 5 · x2 · y3 · z = 60x2y3z
c) je vidět, že oba výrazy mohu převést na součin vytknutím před závorku:

5ab2 + 15ab = 5ab(b + 3)

6b2 – 4a2b = 2b(3b - 2a2)

A proto nejmenší společný násobek

n (5ab2 + 15ab,  6b2 – 4a2b) = 2 · 5 · a · b · (b + 3) · (3b - 2a2) = 10ab(b + 3)(3b - 2a2)

d) n ((x – y); 8xy2; 12x(x – y)(x + y)) = 23 · 3 · x · y2 · (x – y) · (x + y) = 24xy2(x – y)(x + y)

Při úpravách výrazů oceníme několik vzorců:


· Příklad: Vypočítejte 
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· Příklad: Vypočítejte 
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Při první úpravě jsme využili vzorce a2 – b2 = (a – b)(a + b) a podle něj jsme určili společného jmenovatele všech tří zlomků. Výsledek jsme získali po roznásobení závorek v čitateli, sečtení a odečtení příslušných členů a vytknutí čísla 6 ve jmenovateli.

· Příklad: Vypočítejte 
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První úpravou jsme převedli znaménko pro operaci dělení na násobení tak, že jsme převrátili zlomek za tímto znaménkem. Podle zákonů pro násobení zlomků jsme mezi sebou vynásobili čitatele obou zlomků a jmenovatele obou zlomků. Podmínkami musíme vyloučit čísla, pro která jsou výrazy (2k – 1), (3k + 1) a (k + 2) rovny nule.

· Příklad: Vypočítejte 
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Při první úpravě jsme vytknuli z členů v čitateli číslo 2 a výraz ve jmenovateli jsme upravili podle vzorce (3). Při druhé úpravě jsme převrátili zlomek 
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 a s tím změnili znaménko pro děleno na znaménko krát. Poslední úpravou bylo krácení křížem ve zlomcích.

Tím ovšem není úprava kompletní. Musíme ještě určit podmínky, za kterých mají výrazy smysl. Zlomek má smysl, jestliže hodnota jmenovatele je různá od nuly. Ve jmenovatelích se nám vyskytly výrazy (s – 2) a (s – 5). A proto jsou podmínky: s ( 2, s ( 5

Příklady na procvičení úprav algebraických výrazů:

1. Vypočtěte, zjednodušte, určete podmínky
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2. Upravte a uveďte podmínky, za nichž mají úpravy smysl:
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3.Vypočítejte 
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 a správnost ověřte dosazením a = -2.

Nezapomeňte na podmínky!

4. Vypočítejte
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. Správnost výpočtu ověřte pro 

n = 0.

5. Vypočítejte
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. Správnost výpočtu ověřte pro x = 2, y = -3.

3. Funkce

· Definice funkce:

Máme dvě neprázdné množiny A, B. Přiřadíme-li každému reálnému číslu x z množiny A (x (A) právě jedno reálné číslo y z množiny B (y ( B), dostaneme množinu uspořádaných dvojic [x; y] reálných čísel , která se nazývá funkce f proměnné x.

Symbolem x je označena proměnná, která se též nazývá argument funkce.

Jednotlivým číslům množiny A se říká hodnoty proměnné.

Množina A všech hodnot proměnné x se nazývá definiční obor funkce f a značí se D (f).

Číslo y přiřazené číslu x se nazývá funkční hodnota či hodnota funkce f v bodě x a značí se f(x); píšeme y = f(x).

Množina všech hodnot funkce f se nazývá obor funkčních hodnot funkce f a značí se H(f).

Nyní se naučíme číst matematické zápisy týkající se funkcí:

1. D(f) = {1; 3; 5 } … definiční obor funkce f je tvořen čísly 1, 3, 5.

2. D(f) = R … definičním oborem funkce f jsou všechna reálná čísla.

3. [ 3;  7 ] 
… číslu 3 je přiřazeno číslo 7


… funkční hodnota funkce f v bodě 3 je 7


… pro hodnotu proměnné 3 je funkční hodnota funkce f rovna 7

4. H(f) = Z … obor funkčních hodnot funkce f tvoří všechna celá čísla

5. H(f) = R – { 0; 1 } …obor funkčních hodnot jsou všechna reálná čísla kromě čísel 0 a 1

6. f(2) = 7,3 … hodnota funkce v bodě 2 je 7,3

· Graf funkce

Grafem funkce f nazýváme množinu všech bodů v rovině o souřadnicích [x; f(x)], kde x je libovolné číslo z definičního oboru funkce f a f(x) je příslušná funkční hodnota. Někdy ale obsahuje definiční obor funkce nekonečně mnoho (velké množství) hodnot argumentu. Proto není možné nakreslit celý graf, ale jen jeho určitou část. 

· Příklad: Jaký je rozdíl mezi grafy a);  b);  c)?
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Řešení:

Všechny tři grafy vypadají na první pohled stejně. Jestliže se ale zaměříme na krajní body zakreslených přímek, všimneme si již známého značení.

Pokud je křivka zakončena plným kolečkem, znamená to stejně jako při zakreslování intervalů na číselnou osu, že daný bod je bodem grafu, ve kterém křivka končí.

Jestliže je křivka zakončena prázdným kolečkem, znamená to, že tento bod už není bodem grafu.

Pokud na koncích křivky nenajdeme prázdné nebo plné kolečko, znamená to, že graf i za krajním bodem pokračuje dál, ale mi nemůžeme zakreslit celý graf.

Pro naše grafy to znamená:

a) D(f) = (-5; +(); H(f) = (-3,5; +() … krajní bod [-5; -3,5] není bodem grafu

b) D(f) = (-(; +(); H(f) = (-(; +() … graf pokračuje 

c) D(f) = (-5; 5(; H(f) = (-3,5; 6,5( … bod [-5; -3,5]není bodem grafu, bod [5; 6,5] ano

· K zadání funkce je třeba stanovit:

1. definiční obor funkce D (f)
2. funkční předpis - tj.pravidlo, podle kterého pro každé číslo x ( D (f) získáme číslo y(H (f). Podle toho, jakou formu má tento předpis, rozlišujeme tato zadání funkce:


a) analytické zadání – funkční předpis je dán rovnicí tvaru y = f(x)



(např. y = 3x – 5; y = x3 – 2x + 11; y = sin 4x; y = 6; …)


b) grafické zadání - funkční předpis je dán grafem funkce


c) zadání výčtem – většinou to bývá tabulkou pro hodnoty x a f(x)

· Vlastnosti a druhy funkcí

a) sudé funkce, liché funkce

Máme dánu funkci f, pro jejíž definiční obor platí: Je-li x ( D(f), pak také –x ( D(f).

1. Funkce f se nazývá sudá funkce, právě když pro každé x ( D(f) je f (-x) = f (x).

2. Funkce f se nazývá lichá funkce, právě když pro každé x ( D(f) je f (-x) = - f (x).

V ostatních případech říkáme, že funkce není ani sudá ani lichá.

Jak poznáme z grafu funkce, jestli se jedná o sudou nebo lichou funkci?

Graf sudé funkce je souměrný podle osy y.

Graf liché funkce je souměrný podle počátku.
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Obr. 3.1  Příklad grafu sudé funkce

Obr. 3.2  Příklad grafu liché funkce

b) periodické funkce
Funkce f se nazývá periodická funkce, právě když existuje takové reálné číslo p ( 0, že pro všechna x ( D(f) je též x ± p ( D(f). Pro funkční hodnoty periodické funkce platí f(x±p) = f(x).

Číslo p se nazývá perioda funkce f.

Period můžeme najít nekonečně mnoho. My však budeme za základní periodu funkce f považovat tu nejmenší ze všech period funkce f.

Pokud není funkce periodická, říkáme, že je funkce neperiodická nebo o periodičnosti nemluvíme.

 EMBED Excel.Chart.8 
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Obr. 3.3  Příklad grafu periodické funkce

c) funkce omezené, maximum a minimum funkce
Mějme dánu funkci f a množinu M, která je podmnožinou definičního oboru D(f).

Funkce f se nazývá funkce zdola omezená na množině M, právě když existuje číslo

d ( R takové, že pro všechna x ( M je f(x) ( d.

(tzn. že můžeme najít nějaké číslo d takové, že všechny funkční hodnoty funkce f na množině M jsou větší nebo rovny číslu d)

Funkce f se nazývá funkce shora omezená na množině M, právě když existuje číslo

h ( R takové, že pro všechna x ( M je f(x) ( h.

(tzn., že všechny funkční hodnoty funkce f jsou na množině M menší nebo rovny číslu h)

Funkce f se nazývá funkce omezená na množině M, právě když je zároveň zdola i shora omezená na množině M. 

My budeme ale často zkoumat omezenost v celém definičním oboru. Proto budeme stručněji říkat, že funkce je omezená, respektive zdola nebo shora omezená.

Říkáme, že funkce f má v bodě a minimum (nejmenší hodnotu) na množině M, právě když pro všechna x ( M je f(x) ( f(a).

Říkáme, že funkce f má v bodě b maximum (největší hodnotu) na množině M, právě když pro všechna x ( M je f(x) ( f(b).

d) klesající, rostoucí funkce

Mějme dánu funkci f a množinu M, která je podmnožinou definičního oboru D(f).

Funkce f se nazývá funkce rostoucí na množině M, právě když pro každé dvě různá čísla x1, x2 z množiny M platí: Je-li x1 ( x2, pak f(x1) ( f(x2).

Funkce f se nazývá funkce klesající na množině M, právě když pro každé dvě různá čísla x1, x2 z množiny M platí: Je-li x1 ( x2, pak f(x1) ( f(x2).

Funkce f se nazývá funkce neklesající na množině M, právě když pro každé dvě různá čísla x1, x2 z množiny M platí: Je-li x1 ( x2, pak f(x1) ( f(x2).

Funkce f se nazývá funkce nerostoucí na množině M, právě když pro každé dvě různá čísla x1, x2 z množiny M platí: Je-li x1 ( x2, pak f(x1) ( f(x2).

Pokud je funkce f rostoucí v celém definičním oboru D(f), říkáme jen, že funkce je rostoucí. Podobně to platí i pro označení funkce klesající, nerostoucí, neklesající.
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Obr. 3.4  Příklad rostoucí funkce

       Obr. 3.5  Příklad klesající funkce
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Obr. 3.6  Příklad neklesající funkce
       Obr. 3.7  Příklad nerostoucí funkce

Funkce klesající a rostoucí se souhrnně nazývají ryze monotónní funkce.

Funkce neklesající a nerostoucí se souhrnně nazývají monotónní funkce.

e) prostá funkce
Je-li funkce ryze monotónní, tj. rostoucí anebo klesající, pak je prostá.

f) inverzní funkce
Ke každé prosté funkci f existuje inverzní funkce, kterou značíme f –1, a pro kterou platí:

x = f –1(y)

Definičním oborem funkce f –1 je obor funkčních hodnot funkce f.
D(f –1) = H(f )

Oborem funkčních hodnot funkce f –1 je definiční obor funkce f .

H(f –1) =D(f )

Graf inverzní funkce f –1 je osově souměrný s grafem funkce f podle osy 1. a 3. kvadrantu.

Tato slova znázorňuje obrázek 3.8. Osa 1. a 3. kvadrantu je znázorněna přerušovaně a je označena písmenem o.

Za všimnutí také stojí graficky naznačené vztahy mezi definičním oborem a oborem hodnot funkcí f a f –1.

Obr. 3.8  Inverzní funkce

3.1. Lineární funkce

· Lineární funkcí rozumíme každou funkci, která je dána předpisem:

y = ax + b

kde a, b jsou nějaké reálné konstanty.

Příklady lineárních funkcí:

y = 2x + 3   … a = 2; b = 3

y = 5 – 2x   … a = -2; b = 5

y = 
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   … a = 
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; b = 0

y = 
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   … a = 5; b = 
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· Číslům a, b v předpisu lineární funkce říkáme parametry lineární funkce. O jejich významu si něco povíme při sestrojování grafu funkce. 

Při zadání lineární funkce může nastat několik speciálních případů:

1) Lineární funkce, která má a ( 0, b = 0, se nazývá přímá úměrnost.
Např. y = x;  y = 1,5x;  y = -3x;  y = 
[image: image262.wmf]x

7

8

; …

2) Lineární funkci, pro kterou platí a = 0, nazýváme konstantní funkcí.

Např. y = 0;  y = 6;  y = -3;  y = 
[image: image263.wmf]9
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; …

Grafem každé lineární funkce je přímka (latinsky znamená slovo linea čáru, přímku).

K tomu, abychom mohli sestrojit graf lineární funkce, nám stačí určit dva různé body grafu. Výjimku tvoří konstantní funkce, kde nám postačí jeden bod [0; b], protože víme, že grafem konstantní funkce je přímka rovnoběžná s osou x.

Postup při sestrojování grafu lineární funkce:
Zvolíme si dvě libovolná čísla x1, x2 z definičního oboru naší funkce. Pro tato dvě čísla vypočítáme hodnotu funkce y1, y2. Tyto dva body o souřadnicích [x1; y1] a [x2; y2] zakreslíme do soustavy souřadnic a proložíme jimi přímku. Tím máme sestrojen graf naší lineární funkce.

Velice důležitými body grafu jsou průsečíky se souřadnými osami.

Průsečík s osou x označíme Px a víme o něm, že má y-ovou souřadnici rovnou 0.

Průsečík s osou y označíme Py a víme o něm, že má x-ovou souřadnici rovnou 0.

O tom, jaká je druhá souřadnice průsečíku, rozhodují parametry lineární funkce. Graf lineární funkce protíná osu y právě v bodě b, a osu x v bodě 
[image: image264.wmf]a
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.

Pro souřadnice průsečíků tedy platí:

Px [
[image: image265.wmf]a
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-

; 0]

Py [0; b]
	a = 0
	a < 0
	a > 0
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	D(f) = R

H(f) = b
Je omezená

Je nerostoucí a neklesající

V každém bodě definičního oboru má maximum a minimum
	D(f) = R

H(f) = R

Není ani shora ani zdola omezená

Je klesající

Nemá ani maximum ani minimum
	D(f) = R

H(f) = R

Není ani shora ani zdola omezená

Je rostoucí

Nemá ani maximum ani minimum


Tabulka 3.1.1  Přehled vlastností lineárních funkcí v závislosti na parametrech a, b
· Příklad: Sestrojte graf funkce y = 3 – 2x. Určete všechny vlastnosti této funkce Určete průsečíky se souřadnými osami.

Řešení:

Definičním oborem funkce y = 3 – 2x je množina všech reálných čísel R. Proto můžeme za x zvolit např. čísla -1 a 2. Tato čísla dosadíme do předpisu funkce:

f(-1): y = 3 – 2 · (-1) = 5   … jedním bodem grafu je bod o souřadnicích [-1; 5]

f(2): y = 3 – 2 · 2 = -1   … druhým bodem grafu je bod o souřadnicích [2; -1]

Body [2; 5] a [-1; 2] zakreslíme a proložíme jimi přímku.
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Teď už jen zbývá určit průsečíky s osami. Jak už jsme si řekli, u průsečíku Px víme, že má y-ovou souřadnici rovnou 0. Vztah pro x-ovou souřadnici průsečíku Px známe, ale pamatovat si ho nemusíme, protože mnohem jednodušší je dosadit známou hodnotu y = 0 do předpisu funkce. 

Po dosazení pak jen zbývá vyřešit rovnici:
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Průsečík Px má tedy souřadnice:

Px [
[image: image271.wmf]2
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; 0]

U průsečíku s osou y Py je to obdobné. Víme, že x-ová souřadnice je rovna 0. Po dosazení x = 0 do předpisu nám tedy vyjde:

Py [0; 3]
Příklady na procvičení lineárních funkcí:

1. Je dána funkce y = 3x – 1, kde x ( (-3; 3(. Které z uspořádaných dvojic [0; -1], [2; 5], [5; 14], [-6; 8], [-2; 7] [1; 2] patří do této funkce na daném intervalu?

2. Je dána lineární funkce y = -2x + 3. Vypočtěte hodnoty této funkce postupně v bodech 0; 3; -5; 
[image: image272.wmf];
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3. Sestrojte grafy těchto funkcí a určete všechny jejich vlastnosti:

a) y = 2x
b) y = -0,5x +2, x ( (-4; 1(
c) y = 0,7x +1,5, x ( (1; 11)
d) y = 2x +3

e) y = -3, x ( (0; +()
f) y = -2x +5

g) y = 2x +1, x ( (
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h) y = 
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i) y = 
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j) y = 
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4. Určete lineární funkce f, g, h, k jejichž grafy procházejí dvojicemi bodů o souřadnicích:

a) [0; 0], [2; 3]
b) [1; -1], [-2; 3]

c) [1; 2], [3; 8]
d) [3; 2], [-2; -8]

5. Určete funkční předpis funkce, pro kterou platí:

a) f(1) = -2,  f(5) = 6
b) f(2) = -9,  f(-2) = -1

6. Narýsujte graf lineární funkce f: y = -2x + 5, početně určete a znázorněte na grafu:

a) f(5),  f(2),  f(0),  f(-3)

b) hodnoty proměnné x1, x2, pro něž je f(x1) = 1,  f(x2) = -8

c) souřadnice Px, Py průsečíků grafu se souřadnicovými osami x, y.

3.2. Lineární funkce s absolutní hodnotou

· Lineární funkcí s absolutní hodnotou rozumíme každou lineární funkci, která má proměnnou v absolutní hodnotě. Obecně mohou nastat tyto případy:

y = |ax + b| nebo y = a|x| + b,

kde a, b jsou nějaké reálné konstanty.

Příklady lineárních funkcí s absolutní hodnotou:

y = |4x - 5|   

y = 1,28 – |2x| 

y = 
[image: image277.wmf]x

 

y = |
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Grafem lineární funkce s absolutní hodnotou jsou dvě polopřímky se stejným počátkem.

K tomu, abychom mohli sestrojit graf lineární funkce s absolutní hodnotou, je výhodné určit průsečík obou polopřímek (shodný počátek obou polopřímek) a alespoň jeden bod každé polopřímky. Celkem tedy tři body.

· Příklad: Sestrojte graf funkce y = |2x – 3|.

Řešení:

Základem grafu funkce y = |2x – 3| bude graf lineární funkce y = 2x – 3. Jelikož se jedná o absolutní hodnotu, hodnoty y nebudou nikdy záporné. Proto musíme určit, ve kterém bodě se nám graf funkce y = 2x – 3 zlomí. To nastane v bodě, který má y-ovou souřadnici rovnou nule. Pokud dosadíme tuto známou hodnotu do předpisu funkce y = |2x – 3|, dostaneme:

0 = |2x – 3|

Absolutní hodnota se rovná nule, právě když se nule rovná ten výraz, který je uvnitř absolutní hodnoty. Dostáváme tedy rovnici, kterou vyřešíme:
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Bod, ve kterém dojde ke zlomu, má tedy souřadnice [
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4. Rovnice a nerovnice
4.1. Rovnice

· Rovnicí rozumíme rovnost dvou výrazů L(x) a P(x):

L(x) = P(x),

kde výraz L(x) nazýváme levou stranou rovnice a výraz P(x) pravou stranou rovnice.

Příklady rovnic:

a) 2x – 5 = 3,

kde L(x) = 2x – 5  a  P(x) = 3

b) 2y + 7(3y – 4) – 3 = 6y – 5 – (-11y),

kde L(x) = 2y + 7(3y – 4) – 3  a  P(x) = 6y – 5 – (-11y)

c) x + 3[3x(7 – 2x) + 1] = 0

kde L(x) = x + 3[3x(7 – 2x) + 1]  a  P(x) = 0

· Řešením (kořenem) rovnice je každé číslo, po jehož dosazení za neznámou je rovnost splněna.

V 1. ročníku se budeme zabývat pouze lineárními rovnicemi.

· Postup při řešení rovnic:

1. Rozbor – snažíme se úpravami přejít k rovnici, jejíž řešení známe

2. Určení kořenů rovnice

3. Zkouška – slouží k ověření správnosti řešení

· Přehled úprav rovnic:

Výměna obou stran rovnic

Např:
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Přičtení nebo odečtení téhož čísla nebo téhož výrazu od obou stran rovnice.

Např:
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 EMBED Equation.3 [image: image284.wmf]
K této úpravě se váže přesouvání členů na druhou stranu rovnice. Při tomto pohybu se obrací znaménko přesouvaného členu.

Např. platí:
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Násobení nebo dělení obou stran rovnice týmž číslem nebo týmž výrazem

Číslo nebo výraz, kterým násobíme nebo dělíme musí být různý od nuly!!!

Např:
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· Přiklad: Řešte rovnici
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Řešení:
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	V první řadě se zbavíme zlomků tak, že vynásobíme obě strany rovnice společným (nejlépe nejmenším) násobkem všech jmenovatelů

(v našem případě je to číslo 10)

V dalším kroku se zbavíme roznásobením závorek.

Nyní převedeme všechny členy s neznámou na jednu stranu a členy bez neznámé na druhou.

Sečteme a odečteme sobě odpovídající členy.

Na jedné straně rovnice potřebujeme dostat pouze neznámou, a proto vydělíme obě strany rovnice číslem –14.

Zkrátíme a dostáváme řešení rovnice v následujícím tvaru:


Ještě dříve než prohlásíme číslo 
[image: image289.wmf]14
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 za kořen (řešení) rovnice, ověříme si správnost zkouškou.

Zkouška:
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L = P

Nyní můžeme prohlásit číslo 
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 za kořen rovnice a tento závěr symbolicky zapsat:

K = 
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· Příklad: Řešte rovnici
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Řešení:
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	Nejdříve se zbavíme roznásobením závorky na levé straně

Levou stranu upravíme na co nejjednodušší tvar.

Nyní se zbavíme zlomku v rovnici vynásobením celé rovnice číslem 2.

Převedeme členy s neznámou na jednu stranu a ostatní členy na druhou stranu rovnice. Sečteme a odečteme sobě odpovídající členy.




Poslední řádek řešení rovnice je velice zajímavý. Ať dosadíme za z jakékoliv číslo, nikdy nám nemůže nastat rovnost (protože nula krát jakékoliv číslo je vždy rovno nule). Z toho nám tedy vyplývá, že daná rovnice nemá řešení. V tomto případě neprovádíme zkoušku.

Symbolicky tento závěr zapíšeme takto:

K = Ø

· Příklad: Řešte rovnici
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Řešení:
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	V první řadě se zbavíme zlomků tak, že vynásobíme obě strany rovnice společným (nejlépe nejmenším) násobkem všech jmenovatelů

(v našem případě je to číslo 6)

POZOR NA ZNAMÉNKO – PŘED ZLOMKEM

Roznásobíme závorky.

Sečteme nebo odečteme sobě odpovídající členy

Převedeme členy s neznámou na jednu stranu a ostatní členy na druhou stranu rovnice.




Na posledním řádku je opět zápis, u kterého se na chvíli pozastavíme. Pokud dosadíme za neznámou x jakékoliv číslo, dostaneme vždy rovnost (protože nula krát jakékoliv číslo je vždy rovno nule). Z toho nám vyplývá, že rovnice má nekonečně mnoho řešení.

Provedeme zkoušku tak, že si zvolíme za neznámou libovolné číslo. Např. x = 2.

Zkouška:


[image: image298.wmf]3

7

3

1

6

3

1

2

3

1

2

4

3

3

2

2

2

2

L

=

+

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

-

+

=



[image: image299.wmf]3
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L = P

Nyní můžeme tedy symbolicky zapsat, že řešením dané rovnice jsou všechna reálná čísla.

K = R

Příklady na procvičení lineárních rovnic:

1. Řešte rovnice a proveďte zkoušky:

a) 2(4y + 3) – 3 = 2 – 5(1 – y)

b) 
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c) 3(5 – 2x) + 5x = 5 – 3(x – 1)

d) 3,1(2 – 3z) + 5,8z = -1,3 – 2(z –1,5)

e) 2(5v – 3) = (v + 2) · 7 – 5

f) 
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g) 5(3x – 2) = 3 · (5x – 3) – 2x
h) 
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i) 
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2. Řešte rovnice

a) 
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b) 
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3. Řešte rovnice a proveďte zkoušky:

a) 5v – 3(5v – 3) = 3v – 5(3v – 5)

b) 
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c) 
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d) (4z – 5)(4z + 5) = (4z – 2)2 – 29

e) 
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f) (x + 2)2 = 2x2 – 3x + 6 – x(x – 3)

g) 5y – {3y – 4[3y – y(2 – 3y)] + 3(1 – 2y)2} = 33

h) 
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i) 3,1(2 – 4z) + 8,4z = -1,8 – 2(z – 2,5)

j) 
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Lineární rovnice s neznámou ve jmenovateli

Jestliže se bavíme o řešení rovnic, musíme se zmínit o rovnicích, které mají neznámou ve jmenovateli zlomku. Řešení takové rovnice si ukážeme na příkladě.

· Příklad: Řešte rovnici 
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 a proveďte zkoušku.

Řešení:

	 EMBED Equation.3  
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	Abychom se zbavili zlomků, vynásobíme celou rovnici součinem (v+4)(v+6). Protože ale rovnici nemůžeme násobit nulou, musíme zajistit, aby se součin nule nerovnal. Proto jsme určili podmínky:

 v(-4, v(-6.

Nutná kontrola výsledku

s podmínkami


Ještě dříve než prohlásíme číslo –9 za kořen naší rovnice, musíme zjistit, jestli –9 není „nežádoucí“ číslo, které jsme vyloučili v podmínkách před první úpravou a musíme provést zkoušku.

Zkouška:

L = 
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L = P

Číslo –9 jsme podmínkami nevyloučili, zkouška nám vyšla, a proto můžeme psát:

K = {-9}

Příklady na procvičení rovnic s neznámou ve jmenovateli:

1. Řešte rovnici a proveďte zkoušku (nezapomeňte na podmínky).
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h) 
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· Lineární rovnice s absolutními hodnotami
· Příklad: Řešte v R rovnici

|2x + 1| + |2x – 1| = 3.

Řešení:

Daná rovnice obsahuje dva výrazy s absolutní hodnotou. Řešení této rovnice můžeme napsat v několika krocích:

1. krok

Určení tzv. nulových bodů – určíme všechna čísla, pro která jsou všechny absolutní hodnoty v naší rovnici rovny nule. 
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Nulové body jsou tedy dva a jsou jimi čísla 
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2. krok

Určení intervalů – my můžeme hledat řešení v množině R = (((; +((. Tato množina je ovšem rozdělena našimi nulovými body na celkem tři intervaly:

I1 = (((((
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3. krok

Určíme znaménka výrazů v absolutních hodnotách v jednotlivých intervalech – pro větší přehlednost je dobré udělat si tabulku:

	x
	(((((
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	2x + 1
	-2x – 1 
	2x + 1
	2x + 1

	2x – 1
	-2x + 1
	-2x + 1
	2x – 1


Z vnitřku každého intervalu jsme si vybrali libovolné číslo, které jsme dosadili do našich výrazů v levém sloupci tabulky. Vyplnili jsme tabulku podle následujícího pravidla: Pokud nám po dosazení libovolného čísla z intervalu vyjde hodnota výrazu záporná, obracíme znaménko každého členu výrazu na opačné. Pokud je hodnota kladná, výraz opisujeme beze změny.

4. krok

Řešení rovnic v jednotlivých intervalech

	v intervalu I1 = (((((
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K1 = 
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	v intervalu I2 = (
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K2 = Ø
	v intervalu I3  = (
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K3 = 
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Ještě dříve než jsme prohlásili čísla, která nám vyšla jako řešení jednotlivých rovnic, za kořeny rovnice s absolutní hodnotou, musíme zkontrolovat, zda tata čísla patří do intervalů, ve kterých jsme hledali řešení rovnice. Je vidět, že to splňují čísla 
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5. krok

sjednocení všech řešení v jednotlivých intervalech

Výsledné řešení K (množinu řešení) získáme sjednocením K1, K2 a K3. Platí tedy:

K = K1 ( K2 ( K3 = 
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· Příklad: Řešte v R rovnici

|x – 5| + |x – 1| = 4.

Řešení (už bez komentáře):
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I1 = (((((1(
I2 = (1; 5(
I3 = (5; +()

	x
	(((((1(
	(1; 5(

	(5; +()



	x - 5
	-x + 5
	-x + 5
	x - 5

	x - 1
	-x + 1
	x - 1
	x - 1


	v I1 = (((((1(
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K1 = Ø


	v I2 = (1; 5(
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K2 = (1; 5(

	v I3  = (5; +()
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U kořenu K2 si ovšem komentář neodpustím. Řešením této rovnice je množina všech reálných čísel. My jsme však tuto rovnici zkoumali pouze v intervalu (1; 5(, a proto je řešením jen celý zkoumaný interval (1; 5(.

U prvního i třetího intervalu se nám řešení jednotlivých rovnic nevešla do zkoumaných intervalů, a proto nemají řešení (prázdná množina).

     K = K1 ( K2 ( K3
Řešením rovnice  |x – 5| + |x – 1| = 4  je tedy:

K = (1; 5(
Příklady na procvičení rovnic s absolutní hodnotou:

1. Řešte v R rovnice

a) |x + 3| = |4 – 2x|

b) |5 – 2x| = 7

c) |x – 7| + 4x = |2x – 5|

d) 2|x – 2| = 3x – 1

e) |2x + 1| = |x – 1| + 2

f) |2x – 3| = |x + 7|

g) 2|x – 1| + |x| = 3x – 2

h) |x| - 2|x + 1| + 3|x + 2| = 0

i) 2|x – 2| - 3|x + 4| = 1

j) |x – 2| + |x – 3| + |2x – 8| = 3

k) |3 – x| - |x + 2| = 5

l) |3u – 9| = 4u – 5

4.2. Nerovnice

· Nerovnicí rozumíme jeden z těchto vztahů dvou výrazů L(x) a P(x):

L(x) ( P(x),

L(x) ( P(x),

L(x) ( P(x),

L(x) ( P(x),

kde výraz L(x) nazýváme levou stranou nerovnice a výraz P(x) pravou stranou nerovnice.

· Přehled úprav nerovnic:

Přičtení nebo odečtení téhož čísla nebo téhož výrazu od obou stran nerovnice.

Násobení nebo dělení obou stran nerovnice týmž číslem různým od nuly nebo týmž výrazem, jehož hodnota je různá od nuly.

Při násobení obou stran nerovnice týmž číslem záleží na tom, jestli násobíme kladným nebo záporným číslem.

a) Obě strany nerovnice vynásobíme kladným číslem (nebo výrazem, který nabývá pouze kladných hodnot), znaménko nerovnosti ponecháváme beze změny.

b) Obě strany nerovnice vynásobíme záporným číslem (nebo výrazem, který nabývá pouze záporných hodnot), znaménko nerovnosti měníme na opačné.

(tzn. ( na (; ( na (; ( na (; ( na ()

· Příklad: Řešte nerovnici s neznámou u ( R
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Řešení:
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	Nejdříve se zbavíme zlomků tak, že vynásobíme obě strany nerovnice společným násobkem všech jmenovatelů (v našem případě je to číslo 30).

POZOR NA PŘÍPAD NÁSOBENÍ ZÁPORNÝM ČÍSLEM!!!

Roznásobíme závorky.

Sečteme nebo odečteme sobě odpovídající členy

Převedeme členy s neznámou na jednu stranu a ostatní členy na druhou stranu rovnice.

Řešením rovnic i nerovnice je vztah pro samotnou neznámou. V našem případě to znamená zbavit se záporného znaménka před neznámou na levé straně. Toho dosáhneme vynásobením obou stran nerovnice číslem (-1). PROTOŽE NÁSOBÍME ZÁPORNÝM ČÍSLEM, MUSÍME OTOČIT ZNAK NEROVNOSTI!!!

Výsledná nerovnost má potom tvar:


Řešením této nerovnice je množina všech reálných čísel patřících do intervalu

K = (-3; +()

Příklad: Řešte v R nerovnici 

2 – 3x ( -1 – 3x
Řešení:
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	Při násobení jakéhokoliv čísla s nulou nemůže nikdy vyjít číslo, které je menší než číslo –3

A proto je řešením prázdná množina!


K = (
Příklady na procvičení lineárních nerovnic:

1. Řešte v R nerovnice:

a) 3(2z – 4) ( 5(3 + 3z)

b) 6x + 1 > 2(x – 5) – 1

c) 2(6 – 2z) – 3(0,5 + z) ( 5,5 + 3z
d) 
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e) 
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f) (3n - 5)2 + (4n - 3)2 ( (5n – 4)2
g) (4 – t)t > 24 – t2
h) (u – 3)2 + 3(u – 1) ( (u + 3)(u – 3)

i) 
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k) 
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2. Řešte v N nerovnici (3n - 5)2 + (4n - 3)2 ( (5n – 4)2
Výsledky:

1. Číselné množiny

1.1. Přirozená čísla N

1. a) 18;  b) 7;  c) 54;  d) 756;  e) 25;  f) 126;  g) 178;  h) 43

2. a) 336;  b) 149 688;  c) 280;  d) 126;  e) 1 068;  f) 1 290;  g) 1 848;  h) 41 580

3. a) soudělná;  b) nesoudělná;  c) soudělná;  d) nesoudělná

1.3. Racionální čísla Q

1. a) 
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2. a) 
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Množiny a intervaly

1. a) A = (-1; 5(;   b) B = (-1; 7(;   c) C = (16; +();   d) D = (-2; 3,5)

2. a) M ( N = {-5; -1; 0; 1; 2; 3; 4; 5}, M ( N = {0; 1}, M – N = {2; 3; 4},



N – M = {-5; -1; 5}


b) A ( B = {6; 7; 8; 9; 11; 14}, A ( B = {7; 9; 11}, A – B = {6; 8; 14}, B – A = (

c) C ( D = {-3; -2; -1; 0; 1; 2} nebo C ( D = {x ( Z; -3 ( x ( 3},



C ( D = {-1; 0; 1; 2} nebo C ( D = {x ( Z; -1 ( x ( 2}; C – D = (,



D – C = {-3; -2}


d) E ( F = {x ( R; x ( -5}, E ( F = {x ( R; -9 ( x ( -6},



E – F = {x ( R; -6 ( x ( -5}, F – E = {x ( R; x ( -9}


e) K ( L = {a; b; c; d; e; f; h; i; j; k; l; m}, K ( L = {a; e; f; j; k; l}, K – L = {d; i},



L – K = {b; c; h; m}


f) S ( T = {(; (; (; (; (; (; (; (}, S ( T = {(; (}; T – S = {(; (},



S – T = {(; (; (; (}

3. a) A(B=(2; 5); A(B=(3; 4); A-B=(2; 3); B-A=(4; 5)


b) C(D=(2; 7); C(D=(3; 5(; C-D=(2; 3(((5; 7); D-C=(

c) K(L=(-3; 5(; K(L=(2; 5); K-L=(-3; 2); L-K={5}


d) M(N=(-(; 2)((4; 8(; M(N=(; M-N=(4; 8(; N-M=(-(; 2)


e) E(F=(-(; 10(; E(F=(-4; 7(; E-F=(; F-E=(-(; 4)((7; 10(

f) G(H = (-3; 2(; G(F=(-1; 2); G-H={2}; H-G=(-3; -1)


g) A(B=(6; 10(; A(B=(8; 10); A-B=(6; 8); B-A={10}


h) I1(I2=(-(; 0) ( (2; +(); I1(I2=(-5; -1(; I1-I2=(-(; 5); I2-I1=(-1; 0) ( (2; ()


i) J1(J2=(-2; 3(; J1(J2=(-1; 1(; J1-J2=(-2; -1); J2-J1=(1; 3(

j) M(N=(-5; +(); M(N=(-1; 0) ( (2; 3); M-N=(-5; -1) ( (3; +(); N-M=(0; 2)


k) K(L=(-(; -1,5(; K(L=(-6; -4,8); K-L=(-4,8; -1,5(; L-K=(-(; -6)

4. a) A(B=(-6; 2(; A(B=(-4; 0(; B(C=(-4; 4(; B(C=(1; 2(; A(C=(-6; 0( ( (1; 4(;


A(C=(

b) A(B(C= (-6; 4(; A(B(C=(

c) A-B=(-6; -4(; B-A=(0; 2(; B-C=(-4; 1); C-B=(2; 4(; A-C=(-6; 0(; C-A=(1; 4(
2. Algebraické výrazy
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3. Funkce

1.
a)D(f)=R; H(f)=R; rostoucí, prostá; lichá; není omezená; nemá max. ani min.


b)D(f)=R; H(f)=(0; +(); klesající v (-(; 0(, rostoucí v (0; +(); není prostá; sudá; zdola omezená, shora není omezená; nemá max., min. v bodě 0


c)D(f)=R; H(f)=R; rostoucí; prostá; lichá; není omezená; nemá max. ani min.


d)D(f)=(-(; 5(;H(f)=(-(; 3(; klesající v (-2; 0(, rostoucí v (-(; -2(, neklesající v (0; 5(; není prostá; není ani sudá ani lichá; je shora omezená, není zdola omezená; nemá min., max. v bodě 5 


e)D(f)=R; H(f)=R; nerostoucí v (-(; 2(, rostoucí v (2; +(); není ani sudá ani lichá; není prostá; zdola omezená, není shora omezená; nemá max., min. v každém bodě intervalu (-1; 2(
f)D(f)=(-4; 4(; H(f)=(-2; 2(; rostoucí v (0; 4(, klesající v (-4; 0(; není prostá; sudá; je omezená; min. v bodě 0, max. v bodech –4 a 4

g)D(f)=R; H(f)=(26; +(); klesající v (-(; -2(, rostoucí v (-2; +(); není prostá; není ani sudá ani lichá; zdola omezená, není shora omezená; min. v bodě –2, nemá max.

h)D(f)=(-2; -1(((0; 2,7(; H(f)=(0; 1,5(((2; 2,6(; klesající; prostá; ani sudá ani lichá; je omezená; min. v bodě 2,7, max. v bodě –2

i)D(f)=(-2; 3(-{0}; H(f)=(-1,5; 3); rostoucí v (-2; 0), klesající v (0; 3(; není prostá; není ani sudá ani lichá; je omezená; max. v bodě 0, min. v bodě 3

j)D(f)=(-3; -1)((1; 2(; H(f)=(-2; -1(((1; 2); rostoucí v (-3; -1), klesající v (1; 2(; prostá; ani sudá ani lichá; je omezená; max. v bodě –1, min. v bodě 2

k)D(f)=R; H(f)=R; klesající v (-(; 0(((1; +(); rostoucí v (0; 1(; není prostá; není ani sudá ani lichá; není omezená; nemá max. ani min.

l)D(f)=R; H(f)=(-1; 1(; periodická funkce s periodou p=2(; v jedné periodě: klesající v (0; ((, rostoucí v ((; 2((; není prostá; sudá; je omezená; max. v bodech 0, 2(; 4(,…; min. v bodech (; 3(,…

m)D(f)=R; H(f)=(-2; +(); neklesající; není prostá; není ani sudá ani lichá; zdola omezena, není shora omezená; nemá max., min. v každém bodě intervalu (-(; 2(
n)D(f)=(1; 4(; H(f)=(1; 5(; rostoucí; prostá; není ani sudá ani lichá; je omezená; min. v bodě 1, max. v bodě 4

o) D(f)=R; H(f)=(-1; 1(; periodická funkce s periodou p=2(; v jedné periodě: klesající v (
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p)D(f)=(-1; 4(; H(f)=(-2; 1(; rostoucí v (-1; 0(((3; 4(, klesající v (0; 3(; není prostá; není ani sudá ani lichá; je omezená; min. v bodě 3, max. v bodě 0

q)D(f)=(1; +(); H(f)=(-2; +(); rostoucí; prostá; není ani sudá ani lichá; zdola omezená, není shora omezená; min. v bodě 1, nemá max.

3.1. Lineární funkce

1. [0; -1], [2; 5], [1; 2]

2. f(0) = 3 , f(3) = -3 , f(-5) = 13 ; f(
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4. a) f: 
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 ;  c) h: y = 3x – 1, x ( R ;


d) k: y = 2x – 4, x ( R

5. a) f: y = 2x – 4, x ( R ;  b) f: y = -2x – 5, x ( R

6. a) f(5) = -5 ; f(2) = 1 ; f(0) = 5 ; f(-3) = 11


b) x1 = 2, x2 = 
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c) Px [
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4.1. Rovnice

Lineární rovnice

1. a) –2 ;  b) 
[image: image455.wmf]2
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 ;  c) –3,5 ;  d) 3 ;  e) 5 ;  f) nemá řešení ;  g) 0,5 ;  h) 6 ;  i) 4

2. a) řešením je libovolné reálné číslo ;  b) nemá řešení

3. a) 8 ;  b) 13 ;  c) –1 ;  d) 0 ;  e) 5 ;  f) 
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 ;  g) 2 ;  h) 2 ;  i) 1,5;  j) R

Lineární rovnice s neznámou ve jmenovateli

1. a) 
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Lineární rovnice s absolutní hodnotou
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4.2. Nerovnice

Lineární nerovnice

1. a) (-3; +();   b) (-3; +();   (
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(a + b)(a – b) = a2 – b2	(1)		


(a + b)2 = (a + b)(a + b) = a2 + 2ab + b2	(2)


(a – b)2 = (a – b)(a – b) = a2 – 2ab + b2	(3)


(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3	(4)


(a – b)3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3	(5)
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